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RCsumt%Une mtthode de r&solution de l’tquation de la chaleur en regime graduellement varit est divel- 
oppte. La solution se prksentant sous la forme explicite d’une sitrie infinie, sa validitk repose SW la condition 
de convergence de cette dernitre. L’exemple de la rtponse harmonique d’un mur a & choisi comme 

illustration de la mkthode pour laquelle deux interprktations sent enfin propokes. 

I. INTRODUCTION 

LES PRIWCIPALES mkthodes analytiques de r&solution 
de I’iquation de la chaleur utilisent la skparation des 
variables [ 11, les transformations intkgrales finies [2], 
la transformation de Laplace [3] ou bien encore les 
fonctions de Green [4]. L’important thkorkme de 
Duhamel permet une grande gCn&ralisation des 
rksultats. 

La discrktisation de l’equation de la chaleur dans 
l’espace et dans le temps donne lieu aux mkthodes 
numkriques aux diff&ences finies. On a alors un 
schkma implicite ou explicite selon la fac;on dont on 
discrttise la variable temporelle. Le deuxikme schCma 
qui est astreint B une condition de stabilitk assez 
stricte. n’est g~n~ralement utilisk yue pour l’ktude 
des problkmes aux valeurs initiales ou parfois pour 
dkterminer des valeurs de dipart du schkma im- 
plicite [5]. La mithode des &lCments finis [6] qui con- 
siste ii considkrer le champ de temperatures comme 
la solution d’un probleme variationnel, est kgalement 
trb utiliske. Elle permet de mieux prendre en compte 
les gCom&ries complexes. 

Nous now proposons dans cette irtude de d&vei- 
opper les aspects essentiels d’une mkthode de rCs- 
olution en rkgime graduellement varit, basbe sur une 
technique de perturbation du terme de d&i&e tem- 
pore&. La mtthode, valable loin de l’instant initial, 
permet d’expliciter la solution sous la forme d’une 
skrie infinie oti apparaissent les d&iv&es successives de 
la sollicitation. La condition de convergence impose 
alors un domaine de validitk qui se traduit par une 
&mite supkrieure en frkquence dans le cas de phkno- 
mines pkriodiques pour lesquelles la mkthode semble 
bien adapt&e. Bien qu’elle puisse se pr2ter B l’ktude des 
domaines multidimensionnels, nous nous limiterons 
volontairement ici au cas du mur hktkrogke. L’ex- 
emple du mur homogZne soumis 5 une excitation sinu- 
soi’dale montre que deux d trois termes de la strie 
suffisent si la pulsation adimensionnelle est infkrieure 
& 4. Le thkorkme de Duhamel et la transformation 
de Laplace nous permettent enfin de donner deux 
interprktations de la mkthode. 

2. PROBLEME DU MUR EN REGIME 

INSTATIONNAIRE 

Soit un mur d’kpaisseur e dont la masse volumique, 
la chaleur spkcifique et la conductiviti: thermique sont 
des fonctions donnkes de l’abscisse X. Nous suppos- 
erons une temperature nulle sur sa Face x = 0 et une 
tempitrature variable .f‘(t) sur son autre face (Fig. 1). 

Si les kvolutions sont assez lentes (dans un sens que 
nous prkciserons plus loin), nous considkrerons 
le terme de dCrivke temporelle qui apparait dans 
I’kquation de la chaleur comme une perturbation. 

Introduisons en effet let petit parametre E de la 
faGon suivante : 

et cherchons la solution sous la forme du dkveioppe- 
ment en sCrie : 

T= T,+~T,+E’T~+..,~E~T,~‘... (2) 

En injectant la forme prkkdente dans I’kquation 
(1) et en identifiant les termes en e, nous aboutissons 
au systeme suivant : 

k(X) 

P (X) 

C(X) 

f(t) 

0 e X 

FIG. 1. Schema du mur htterog&. 
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NOMENCLATURE 

A diffusivite minimale, inf (i)!sup (/I(,) 
(/ constante, ZTC~/P~ 

(I,, (.u), II,, coefficients dc la transformee de 
Laplace 

:,,, 
chaleur massiquc 
capacitc calorifiquc a l’ordrc n 

4 11 cocfftcient dc la transform&e de 

Laplace 
E cpaisseur dc la paroi composite 
C’ epaisseur du mur 

C’ 
j(t) 

epaisseur de la couche i 
excitation variable 

F(s, /) rcponse a un i-chelon 

F(p) transform& de Laplace de /‘(t) 
I,, integrate d’ordre II. equation (25) 
I 0,’ integralc de I’equation (27) 
P,,(.\-) polynome d’ordre 11 

P variable de Laplacc 

y(.v. t) flux de chaleur 

4, resistance thcrmique a l’ordre IZ 
t tcmps 
T temperature 

.\- abcissc 

.\.* abcissc rcduitc. .~‘,ie, 

Symboles grccs 
X diffusivite thermique du mur homogenc 

% diffusivite thermique de la couche i 
0(.x, p) transformee de Laplace de la 

temperature 
i conductivitc thermique 

i, conductivite thermique dc la couchc i 

/’ masse volumiquc 

a,,(.~). Y,,(.Y) fonctions spatiales d’ordre n 
(0 pulsation 
R pulsation adimcnsionnellc, rur’/cc. 

En tgalant le parametrc E a un. la solution du prob- 
leme s’tcrit finalemcnt : 

I 

T(.\-, t) = c ;Y,,(.u) /““‘(t);. (7) 
I,_(, 

(3) La condition initiale n’ayant pas ete prise en 

compte, cette solution ne sera valable qu’assez loin de 
l-instant initial. 

Le probleme ctudie &ant lineairc, nous pouvons 

separer les variables et pose1 3. 1 Expwssion de.s,fh~r thernziyucs 

T, = Y<(.v_)f;(t). (4) Les flux de chalcur a travers les faces .K = 0 et .s = (1 

Par ailleurs Its conditions aux limitcs devant etre s’ecrivent : 

vkrifikes quelque soit E, nous avons : 

Y,,(O) = 0 

Y,,(c) = 1 

Y,,(O) = Y,,(c) = 0 

Nous pouvons alors dkduire du 

relations suivantes : 

+;,(() = d”f’(r) 
dt" 

r‘ $y 

JI, i(.r) 
Y”(S) = 

q(O,/) = -i(O) 1 Yb(O),f("'(t) 
I, 0 

I 

@a) 

q(e. t) = -i(e) 1 Y:,(c,),f”“‘(t). (Xb) 

(5) I/- 0 

systeme (3), les A partir dcs equations (6a) a (6c), nous pouvons 
determiner les derivees suivantes : 

Y,,(Y) = ‘d< ’ s s Cl i(5) 
WY,, , (a) dx 

0 

(6a) 
1 

Y{,(.u) = 

i 

(9) 
’ ds 

i(s) 
,, >.(_V) 

(6b) 
Y;,(.\-) = pcY,, , (x) d.v 

(10) 

(6~) Nous avons alors : 

i(O)Y’;,(O) = j.(fJ)Yh(e) (lla) 
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i(e) -4O)WO) = 
s’ 

pcY,,- ,(cI) da. (1 Ib) 
0 

Ces deux dernikes relations permettent de vkrifier la 
conservation de I’Cnergie : 

YtO, t)-q(e, t) = iT s 0 

pcT(.u, t) ds. (12) 
0 

2.2. RPsistunces thermiques et capacitks ca1orQSque.s ir 
I’ordre n 

Les relations (8) permettent d’krire : 

q(0, t) -q(e, t) = i {A(e)Yb(e) -~(O)Y:,(O)),f”“‘(t) 
,I= 0 

(13) 

soit en utilisant I’Cquation (11 b) : 

y(O,t)-de, t) = f C,,.f““‘(t) 
o= I 

(14) 

(15) 

C,, = 
s 
’ pcY,,_ , (2) da (16) 
0 

et 

R,2 = { -A(e)YL(e)) ‘. (17) 

Les coefficients R,, et C, sont respectivement les 

rksistances thermiques et les capacitks calorifiques i 
I’ordre n, R0 Ctant alors la rksistance du rkgime sta- 
tionnaire. Le mur peut done itre reprksentk par les 
lois de comportement explicites (14) et (I 5) dont les 
coefficients, une fois calcuks sont valables pour toutes 

les situations de variation de tempkrature (pour peu 

que l’on soit dans le domaine de convergence de la 
skrie solution). En outre ces coefficients peuvent itre 
mis sous une forme adimensionnelle qui permet alors 
de couvrir une large gamme de configurations avec les 
m&mes valeurs. 

2.3. Etude du cas gPntra1 avec deux excitations 
Dans le cas gCnkra1 oti les deux faces du mur sont 

soumises li des excitations fo(t) et fe(t), le probkme 
se traite par superposition des solutions. En fonction 
de la variable rkduite x*, la solution s’krira alors sous 
la forme : 

T(r*, t) = 1 {Y,,(.U*),fy(t) +@,,(.u*).f’o”‘(t)} (18) 
I,= 0 

oti les fonctions @, sont les fonctions spatiales 
correspondant aux conditions aux limites (Q,,(O) = 
Q,,(e) = 0; QO(0) = 1, OO(e) = 0). 

La symtttrie des deux problimes superpoks par 
rapport aux conditions aux limites entraine (pour le 
mur homogkne), @,,(x*) = Y,(I -x*). 

3. INTERPRETATION PAR LA 

TRANSFORMATION DE LAPLACE 

La transformie de Laplace de la solution du pro- 

blkme du mur homogke en gradeurs adimension- 
nelles s’krit [8] : 

sinh .yJp 
(19) 

oli F(p) est la transform&e de ,f’(t). 
Or la fonction hyperbolique sinh est dkveloppable 

en skrie entikre toujours convergente. D’autre part son 
dkveloppement ktant impair, le terme Jr, peut Ctre 
mis en facteur au numkrateur et au dknominateur. On 

obtient alors : 

(20) 

Ce qui peut se mettre sous la forme : 

O(X,P) = i: d,Wp”Qp). (21) 
,1 = 0 

Or p”F(p) est la transform&e de Laplace de la d&i&e 

d’ordre n de f’(t) si les d&iv&es successive de cette 
dernikre sont nulles $ I’origine des temps. Nous 
voyons done bien que la mkthode propoke permet 
simplement de retrouver un dkveloppement en sCrie 

de l’image de la solution dans I’espace de Laplace. 
Tronquer ce dkveloppement g un ordre n faible signifie 
done approximer la solution aux faibles valeurs de p, 
done i des temps grands ou $ des pulsations faibles. 

On peut ainsi dkterminer des fonctions de trans- 
fert approchkes de domaines multidimensionnels 
httkrogknes. 

4. INTERPRETATION PAR LE THEOREME DE 

DUHAMEL 

Une formulation du thkorkme de Duhamel stipule 

que si F(x, t) reprksente la rkponse $ un khelon en 
tempkrature et que l’a tempkrature initiale est nulle, 
alors la rttponse g une tempttrature variable f(t) s’krit 
sous la forme du produit de convolution : 

s 
’ 2-(.x, t ) = f(7) ; F(x, t - 5) dz. 
0’ ’ 

(22) 

La rkponse d’un mur homogkne d’kpaisseur e sou- 

mis sur ses deux faces i un kchelon est : 

L’tquation (22) s’krit alors dans ce cas : 
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En effectuant le changement de variables r = f---u 

et en ddveloppant ,f’(t - u) en serie de Taylor au vois- 
inage de t, il vient : 

I,, = i ?)‘i f”“‘(f)i,,,, 
,‘=,I P! 

(26) 

xvec 

ou I’on a introduit la constante IZ = CU?/P’. Si t est 
assez grand devant I;u, on montre dans l’annexe que: 

I ,T,’ = ~ __p!_ -__ 
ff+ ‘(&+ I)*‘“+ ‘1 

On obtient ainsi la solution suivante : 

(28) 

(30) 

Ce regime graduellement varie est lie a la disparition 
de la condition initiale. En remplacant dans la serie 

solution {Is), ./i,(t) et ,f&t) par .f’(t), nous obtenons 
une expression semblable a I’cquation (29) : 

T(.Y*.t) = i {YF,(.x*t+Yp(l -.Y*)).#‘~qt). (31) 
r=n 

Les series infinies qui definissent les polynomes P,,(s) 
snnt siniplement remplacees par les fonctions cpatiales 

adequates. Les equations (6) ou (39) conduisent 
aux expressions suivantes pour les deux premieres 
fonctions : 

Y”(.X*)+Yo(l -.X*> = I (32) 

Y, (x*) +Y 1 (I -X*) = e:+*(X* - l)/(l?n). (33) 

On verifie alors facilement que les series infinies 
P,(x) et P,(X) sont tout simplement les developpe- 
ments en series de Fourier des fonctions spatiales (32) 
et (33). 

D’autre part, d’apres (6~) on a (pour le mur homo- 
gene qui nous interesse ici) : 

d’Y,, 
= 1 Y,, , (.I-). 

ds’ x 
(34) 

La mime relation de recurrence peut etre itablio cn 
ce qui concerne les polynomes P,,(.,-) : 

d’P,,(.\-) I 
d.u’ 

= ~ P,, i(X). (35) 

Par consequent, le polynome P,,(X) cst bien Ic devel- 

oppement en s&c de Fourier des fonctions spatiates 
d’ordre p intervenant dans (31). 

4.2. ~(~n~iti(~~~ iic ~ffni’~l~,~~n~i~ (kc> iii s&is ~~~~[ut~~~~l 
Pour que la convergence de la strie solution soit 

assume il faut que la serie infinie (26) definissant I,, 
soit convergente. Si I’on fait I’hypothbe quc : 

I.P’(t)l < m”I.f‘(r)l (36) 

alors on montrc (compte tcnu de (28)) que cctte s&it 
converge si : 

(1) 
< I. 

u 
(37) 

Cc qui s’ecrit cncorc : 
? 

<UP - 
3! < 72. m 

Cette condition signifie simplement que la constantc 
de temps de l’excitation doit etre superieure a la plus 
grande constante de temps du mur. 

5. EXEMPLE DU MUR HOMOGENE 

Si les proprietcs physiques sont constantcs, on pout 

montrer i I’aide d’un raisonnement par recurrence, 
qu’en fonction de la variable reduite x* = s/e. les 
fonctions Y,a s’expriment sous la l’orme de polynomes 
de degre (2n+ I) dam lesquels tous ies monomes sent 
impairs. L’utilisation des relations de recurrence qui 

existent entre les coefficients des differents monomes 
et des conditions aux limites permet alors de d&duke 
un systeme d’equations lineaires dont la resolution 
conduit aux fonctions Y,, [7]. 

Nous donnons ici les trois premieres J’onctions d 

titre indicatif : 

Y “(_I.*) = .‘i* (39a) 

Y , (_Y*) = ;;.Y*(.Y*2 - I ) (39b) 

Y 2(x*) = l;o:z .r*(.Y*2 - 1)(X*? - ?). (39c) 

Afin d’apprecier la vitesse dc convergence. nous 
avons considtre le cas dune excitation sinusoidale. 
Now avons choisi comme critere de precision une 
erreur relative infkieure a IO-’ et nous avons effect& 
les calculs a une abscisse reduite &gale a l/2 (la oti 
I’on s’attend justement a ce que I’erreur soit la plus 
grande). Nous constatons alors que le nombrc de 



Rtsoiution de I’kquation de ia chaleur en rkgime graduellement varik 4459 

N 

d_ x-o.1 ________---- 
___________---“--- ,____,(, 

sz 
1 2 3 4 5 6 

PULSATION 

2. Amplitude adimensionnelle en fonction de la pui- 
sation adimensionnelle. 

termes de la strie $ prendre en considkation pour 
assurer la convergence vers la solution analytiyue 
exacte augmentait rapidement avec la pulsation adim- 
ensionnelle R = oe’jcl. Pour une pulsation adimen- 
sionnelle kgale $ 8 et en considkrant les 20 premikes 
fonctions nous n’obtenons la solution exacte qu’ri 5%. 
Nous approchons ici en effet de la limite de con- 
vergence de notre sCrie. Nous reprksentons sur la Fig. 
2, I’ampIitude dCterminke en tronquant le dkvel- 
oppement i I’ordre un ou deux 6 troix abscisses adim- 
ensionnelles diffkentes. La solution analytique exacte 
111 y est tigalement rep&sent&e. 11 appar$t ainsi yue 
l’approximation du deuxieme ordre reste valable pour 
des pulsations adimensionnelles allant jusqu’i R = 4. 

6. EXEMPLE D’UNE PAR01 COMPOSITE 

L’Ctude d’une paroi composke de plusieurs couches 
de nature et d’kpaisseur diffkrentes, a de nombreuses 
applications pratiques. La transformation de Laplace 
ne permet pas de traiter efficacement les cas ori le 
nombre de couches est supkrieur B 2. Les autres 
mkthodes analytiques existantes, comme les trans- 
formations intkgrales finies, conduisent toutes d la 
rksolution d’un problkme de Sturm-Liouville mais 
pas du type conventjonnei i cause de la discontinuitC 
des propriMs physiques. Le calcul des valeurs et 

fonctions propres pose aiors un problime numkrique 
certain [9]. 

Tableau 1. Caractkistiques de la paroi 

Mat&&m P(kgm-I) c(kJkg-‘K-‘) I(Wm-‘K-‘) 

Etain 7400 0.226 65.772 
Aluminium 2710 0.758 202.509 
Plomb II 080 0.130 34.617 

Tableau 2. Valeurs des fonctions spatiales en x = 0.02 cm et 
.X = 0.04 cm 

0.02 0.31 -5.16 69.65 
0.04 0.41 -5.797 75.22 

Nous considkrons ici une paroi composte de trois 
couches d’tpaisseur 2 cm caractkriskes chacune par sa 
conductivity A,, son kpaisseur ei et sa diffusivit~ az. La 
face x = 0 est maintenue 5 WC, alors que I’autre 
face est portke i une tempkrature sinusdidale. Les 
proprittks physiques sont donnkes dans le Tableau 1. 

Le calcul analytique des fonctions spatiales sur tout 
le domaine par l’intermkdiaire des relations intkgrales 
rkurrentes (6) devient fastidieux d mesure que le nom- 
bre de couches augmente. II peut kgalement Gtre 
effect& numkiquement, nous permettant ainsi 
d’avoir les valeurs des fonctions en un certain nombre 
de noeuds de notre domaine d’Ctude discrtrtisk Nous 
avons utilist pour notre part un autre moyen de calcul 
qui ne ntcessite que la rkolution de 2 sysdmes d’tqua- 
tions i 2n inconnues oli n est le nombre de couches. 
Les fonctions sent ainsi diterminkes analytiquement 
au niveau de chacune des couches. Pour cela nous 
imposons leur ttgalitk B la front&e commune de deux 
tranches. Comme il nous faut une condition sup- 
plkmentaire, nous utilisons (au niveau de chaque 
couche) les relations (11 a) et (I 1 b) exprimant la con- 
servation de i’ktergie. Le calcui effectif des fonctions 
successives Y,, est ainsi ramenP Li un calcul de primi- 
tives et B la r&solution de systZmes d’bquations link- 
aires pour chaque configuration CtudiCe [7]. Nous 
donnons dans le Tableau 2 les valeurs des trois 
premikres fonctions aux abscisses fc = 0.02 cm et 
x = 0.04 cm. 

La Fig. 3 reprtsente I’amplitude adimensionnelle 
obtenue B I’ordre deux sur les deux interfaces en fonc- 
tion de la pulsation adimensionnelle R = wE*/A (oti 

A = inf(i)/sup(pc) et E = e, +e2+e3) dans le cas de 
l’excitation sinusdidale. Nous y reprbentons Cga- 
lement la solution calculke par une mkthode de dis- 
crktisation aux diffkrences finies. On constante encore 

w o.45 m P 

0.25 -II 

0 5 10 15 20 25 30 35 

PULSATION 

FIG. 3. Amplitude adimensionnelle sur les dew interfaces en 
fonction de la pulsation adimensionnelle. 
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une fois un bon comportement de la solution pour les 
faibles pulsations. 

7. CONCLUSION 

Nous avons propose une methode de resolution de 
I’iquation de la chaleur bask sur une technique de 

perturbation. Elk pcrmet d’etudier simplement les 
domaines conductifs soumis a des excitations deri- 

vables ct lentement variables. Le cas classique d’une 
excitation sinusoi’dale nous a permis de fixer le 
domaine d’application de cc type de solution explicite. 
II est clair cependant, quc la nature mCme de la 
methode permet de trailer des cas ou les sollicitations 

ne s’expriment pas de maniere simple analytiquement. 
En outre, les derivees successives d’ordre superieur a 

deux sont difhcilement interprttables directement du 
point de vue de la physique des phenomencs. Nous 
avons alors montrC que la serie solution convergeait 
vite dans lc cas des regimes graduellement varies ct 

qu’une lroncature i un ordre f’dible etait suffisante. 
Enfin, nous nous sommes volontaircment limit& ici au 

cas unidimensionnel. une demarche similaire pouvant 
itre suivie pour les domaines heterogenes multi- 

dimensionncls. 
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ANNEXE 

Atin de montrer la relation (2X), nous effectuons un rai- 
sonncment par recurrence. Le termc d’ordre general s’ecrit : 

‘,2,1 = & e I,/,, 3, I I,? &, (Al) 

En effectuant I’integration a l’ordre 0 et I on obtient : 

[,,,, = ___!~ ~~ ~ c Id/l 3, , I , ’ ~~ 
u(2n+ I)’ rr(2n+ I)’ 

(A2) 

I 
I,, I = - 

I e fii,2,1 / 1,: e ii,t ?‘,i / I, 

u-(2n+ I)” rr(2n+ I)’ - rr’(2,t+ I)J. 
(A3) 

D‘autre part, une integration par parties permet d’exprimer 
le terme d’ordre p en fonction du terme d’ordre p- I : 

Lorsque t est assez grand devant 1 iu. les termes en exponen- 
tielles tendent vers zero et la relation (28) est alors verifiee a 
I’ordre 0 et I. Supposons qu’elle soit vraie a I’ordrc p- I. On 
a alors : 

I ~ 
(p-l)! 

“I’ ’ - (,P ( -Jn + , ) ?I’ (A5) 

Or I’equation (A4) conduit pour sa part (si I est grant devant 
I/U) a. 

Par consequent on a bien : 

/,,, = p ! 
(p+ I(&+ I)-‘lPt 0 (Al) 

A METHOD FOR THE SOLUTION OF THE HEAT EQUATION IN SLOWLY VARIABLE 
SITUATIONS 

Abstract-We develop a method for the solution of the heat equation in slowly variable situations. The 
validity of the solution depends on the convergence condition of an infinite series. The harmonic response 

of a wall has been chosen to illustrate the method for which two interpretations are proposed. 


